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考虑尺寸排除效应颗粒迁移模型的建立 
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摘  要：以地下水源热泵回灌中的物理堵塞问题作为研究背景，建立一种基于质量平衡方程来模拟多孔介质中颗粒迁移和沉

积造成孔隙损伤的数学模型，同时考虑了多孔介质孔隙中悬浮颗粒浓度随时间的动态变化，引入了流量折减系数 s( , , )r x t 和

进入系数 s( , , )r x t 这两个变量，充分考虑了尺寸排除效应的影响。堵塞的发生往往是由一个颗粒所引起的，即一个颗粒堵塞

一个孔隙，反之亦然。研究结果为解决回灌井物理堵塞的室内外试验研究提供理论依据。 
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Establishment of particulate transport: size exclusion effect 
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Abstract: Study on the physical clogging of water source heat pump (WSHP) in recharge, and based on the mass balance equation to 
establish the mathematical model of transport and deposition of particulates. The suspended particle’s concentration dynamic changes 
with time and bring into the two variable quantity of s( , , )r x t  and s( , , )r x t  are introduced, and the size exclusion effect in 
model is considered fully. The occurrence of clogging is often caused by a particle that one particle plug a pore, and vice versa. The 
results of theoretical of the physical clogging of WSHP in recharge would directly bring into experiment research. 
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1  引  言 

悬浮细颗粒在多孔介质中的迁移所涉及的范围

较广，比如给水工程、深层地下水过滤工程以及地

热工程等，悬浮细颗粒在流体作用下会因为孔隙直

径的大小不同而产生不同的堵塞方式，其中主要的

堵塞方式有捕获、沉积、吸附这 3 种形式，沉积在

孔隙里的细颗粒将慢慢地累积在孔隙壁，从而影响

到水体在孔隙里的流动，这种累积过程使污染物的

浓度在局部越来越高。同样地，由于孔隙受到堵塞

将使得地下水的流速受阻，从而迫使地下水重新选

择优先流动路径，进而使地下水受污染的范围扩大。

因此，对多孔介质中悬浮颗粒的迁移和沉积的研究

就显得格外重要。 

Iwasaki[1]首先提出了颗粒捕获和渗透的现象模

型，并且由 Herzig 等[2]运用到由于岩石渗透性降低

的注水井系统中，模型假定颗粒沉积符合线性动力

学方程，模型的数值解与试验结果能较好的吻合，

虽然该模型对由于岩石渗透性降低而引起注水井

注水效率减少是有所帮助，但该模型并没有考虑颗

粒的变形机制，只是假定了单一的线性关系。随

后，不同的学者在微观节点模型上进行了大量的研

究 [3－10]，在这些研究中都涉及到颗粒沉积的力学机

制。 
Santos 等[11]和 Sharma 等[12]对多孔介质中悬浮

颗粒迁移的平衡方程进行了推导，假定孔隙的大小

是均匀分布，整个孔隙都可有悬浮颗粒通过，并且

颗粒的迁移是随着孔隙内水体的流动而流动，但在
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假定多孔介质中孔隙的大小均匀分布时是有缺陷

的。在自然界中，当悬浮颗粒经过比其直径小的孔

隙时将堵塞在孔隙的入口处；当悬浮颗粒流经比其

直径大的孔隙半径时才会在孔隙中随着水体的流动

而流动；本文在国外学者研究的基础上提出了基于

孔隙排斥效应的数学模型，并首次把该模型运用到

水源热泵井回灌困难的物理堵塞的问题中，为后面

的试验研究提供了坚实的理论基础。 

2  多孔介质中颗粒沉积和迁移数学模

型的建立 

2.1  模型的基本假定 
建立模型的基本假定：①多孔介质中含有大量

孔径服从正态对数分布且相互连接的孔隙；②多孔

介质体为均匀、不可压缩体；③悬浮颗粒均匀地分

布在孔隙中，并且其浓度大小对流体流动没有影响；

④孔径沿流向方向大小不变，沿径向服从正态对数

分布，孔隙间相互平行；⑤通过孔隙的流量 Q与孔

隙半径 r的 4 次方呈比例关系，即 4Q kr 。 
2.2  经典深层过滤模型 

结合达西定律，经典的深层过滤模型考虑颗粒

质量平衡、颗粒捕获动力效应后得[1－2]） 
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式中： ( , )c X T 为悬浮颗粒的浓度； ( , )X T 为沉积

颗粒的浓度，其大小等于单位体积内沉积在孔隙壁

上的颗粒数的总和； ( )  为沉积系数。 ( )k  为由

于颗粒的沉积渗透率能变化的函数； 0k 为起始孔隙

率。 X 、T分别为坐标和时间的无量纲值；n为孔

隙率； 为水的黏度系数；U 为孔隙中水体的流动

速度。 
在适当的边界条件下可以通过抛物线法[10]对

式（1）进行求解得出具体的解析解。事实上，式（1）
中前两式是相互独立的，二者构成颗粒迁移和捕获

的动力模型；在考虑尺寸排除效应时，当极细小颗

粒在孔隙里流动时将不会发生捕获，细小颗粒在孔

隙里流动时将可能发生沉积和桥堵现象，而大颗粒

往往在孔隙入口处就产生了堵塞现象，此时，除非

有人为或外界因素才能迫使其在孔隙里流动，但式

（1）并未能考虑到尺寸排除效应、颗粒分布和孔隙

尺寸分布的影响。因此，本文的重点是建立考虑尺

寸排除效应的颗粒捕获力学模型，关注悬浮颗粒粒

径分布和孔隙尺寸分布对捕获效应的影响，并在以

后的试验中对模型进行验证。 
2.3  模型的建立过程 

在解决问题前，首先引入悬浮颗粒，捕获颗粒

以及孔隙半径的分布： 
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式中： s s( , , )f r x t 为半径为 sr的悬浮颗粒的分布函数；

c s( , , )f r x t 为捕获颗粒的分布函数； p p( , , )f r x t 为孔隙

的分布函数。 
引入考虑尺寸排除效应影响时的颗粒沉积浓度

表达式： 

s s s s s( , , )d ( , ) ( , , )dC r x t r c x t f r x t r      （3） 

式中： s s( , , )dC r x t r 为单位孔隙体积中半径处于

s, s s[ d ]r r r 内的悬浮颗粒数； ( , )c x t 为单位孔隙体积

内颗粒数的总和。 
把式（3）代入式（2）的第 1 个表达式后得 

 
s s 0

( , , )d ( , )C r x t r c x t
           （4） 

s p p s c s p p s( , , , )d d ( , ) ( , , , )d dr r x t r r x t f r r x t r r  （5） 

式中： s p p( , , , )d dr r x t r r 为单位孔隙体积中孔隙半径

为 p p p[ ,  d ]r r r 内沉积的半径处于 s s s[ ,  d ]r r r 范围

内的悬浮颗粒总数； ( , )x t 为在单一孔隙中悬浮颗

粒沉积在孔隙壁的颗粒浓度。 
在考虑尺寸排除效应时，当悬浮颗粒半径小于

孔隙半径时， s p( , , , ) 0r r x t  ；当颗粒半径大于孔

隙半径时，颗粒将沉积在孔隙壁，得 
 

c s s c s p s p 0
, , )d ( , , , )d df r x t r f r r x t r r

 （      （6） 

积分式（5）代入式（6）后得 
 

s p p s s s 0
( , , , )d d ( , , )dr r x t r r r x t r

      （7） 

对式（7）中的 sr从 0 到积分，并且结合式（1），
得 

 
s s 0

( , , )d ( , )r x t r x t


          （8） 

以上的推导再现了考虑孔隙尺寸排除效应时孔

隙入口处悬浮颗粒浓度公式的建立过程。下面建立

孔隙内悬浮颗粒浓度公式。 
悬浮颗粒半径为 sr 的颗粒在孔隙范围为
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p p p[ ,  d ]r r r 内的颗粒浓度为 

p s p p p p( , , , )d ( , ) ( , , )dV r r x t r v x t f r x t r   （9） 

式中： p s( , , , )V r r x t 为半径 sr 的颗粒在半径为 pr 的孔

隙内被捕获的量，为无量纲单位； ( , )v x t 为孔隙分

布函数。 
对式（9）进行积分，并结合式（1），得 

 
p p 0

( , , )d ( , )V r x t r v x t
      （10） 

实际上，孔隙内悬浮颗粒的浓度应等于初始悬

浮颗粒的浓度减去由于孔隙尺寸排除效应的影响沉

积在孔隙入口处的浓度： 

p p p p
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    （11） 

式（11）是关于时间 t 的函数，因此，可以对

式（11）进行积分： 

s

 p s p
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r
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r
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式（12）的物理意义为：孔隙入口处颗粒的沉

积是大于孔隙半径的悬浮颗粒引起的，亦即通常所

假定的一个颗粒能阻塞一个孔隙；反之亦然。 
接下来推导悬浮颗粒和捕获颗粒的平衡方程。

定义半径为 sr的颗粒通过半径为 pr 的孔隙的流量为

s p( , , , )Q r r x t 。事实上，当 s pr r 时， s p( , , , ) 0Q r r x t  。

结合假定条件⑤得，通过半径在 p p p[ ,  d ]r r r 内的流

体总流量为 
 

s s p s p 0
( , , ) ( , , , )d dQ r x t Q r r x t r r

      （13） 

根据假定条件④，即通过孔隙的流量同孔隙半

径的 4 次方成比例关系（ 4Q kr ），可进一步得到

下式： 
4
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在式（ 14）中，
4

p p p
 4
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
（Hagen- 

Poiseuille 公式，Landau 和 Lifshitz）即为根据假定

条件④得出的系数。 
将式（14）代入（13）后，得 
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当颗粒流过大于其直径的孔隙时，颗粒中的一

部分会在孔隙壁发生沉积或捕获，这样就对孔隙中

的流体的流量产生影响，因此，引入流量折减系数 

s( , , )r x t ，观察式（15）可以看出 s

 4
p p p 

 4
p p p 0

( , , ) d

( , , ) d
r
V r x t r r

V r x t r r








，

正是我们要找的流量折减系数 s( , , )r x t ，现在，可

把式（15）重新表示为 

s s s( , , ) ( , , ) ( , , )Q r x t UC r x t r x t      （16） 

当颗粒流经大于其半径的新的孔隙前，并不能

保证所有的悬浮颗粒都能进入新的孔隙中，所以有

必要引入未知量进入系数 s( , , )r x t ，根据假定条件

⑤得 
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                                       （17） 
将式（16）代入式（17）后得 
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                                       （18） 
式（18）就是所求悬浮颗粒群体的平衡方程，

通过方程可以看出，在引入变量进入系数 s( , , )r x t
和流量折减系数 s( , , )r x t 后，能真正地体现出尺寸

排除效应，式中U 为关于时间的函数，并非坐标的

函数，因此，可以将U 从式中直接拿出。 
为了便于以后问题的展开，建立在封闭系统中

的控制方程，此处的封闭系统指颗粒进入孔隙后在

孔隙内的迁移、沉积以及捕获的情况。研究的重点

将放在颗粒捕获率和孔隙堵塞动力方程上；颗粒的

捕获效率可定义为单位时间内半径 s s s[ , d ]r r r 悬浮

颗粒在孔隙半径 p p p[ , d ]r r r 内被捕获的颗粒数同初

始颗粒数的比值，其与孔隙里颗粒的分布概率、比

例系数有关，即 

s p
s p

( , , , )
( , )

r r x t
r r P

t








       （19） 

在式（19）中概率P已被 Herzig 等[2]在 1970
年提出： 
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当颗粒半径小于孔隙半径，即没有颗粒在孔隙

壁里沉积时， s p( , ) 0r r  。 
对式（19）进行从 0 到积分后，得到颗粒在

孔隙里捕获率： 
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将式（19）代入式（12）中后得到孔隙堵塞动

力方程： 

s
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这样就建立了在封闭系统中关于 3 个未知量

s( , , )C r x t 、 s( , , )r x t 、 p( , , )V r x t 的函数方程： 
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3  边界条件 

下面将对孔隙介质中边界条件的确立进行描

述，在确定边界条件时，关心更多的是悬浮颗粒在

入口处的浓度变化情况。在初始阶段，先假定一给

定的颗粒浓度的分布： 

0x  ， 0
s s( , 0, ) ( , )C r x t C r t       （24） 

公式（24）中 0
s( , )C r t 为起始孔隙浓度分布函数。 

多孔介质的入口处的横截面可以理解为一个多

孔筛，注入的细颗粒在水体作用下流经可利用的多

孔介质孔隙中，对于那些末能利用的多孔介质孔隙

将发生沉积现象，久而久之，将在孔隙壁形成沉积，

进而引起堵塞。悬浮颗粒在注入起始阶段（ 0t  ）

的边界条件的表达式为 

s

s

0
p p

( , , 0) 0

( , , 0) 0

( , , 0) ( , ) 

C r x t

r x t

V r x t V r x

 
  


  

       （25） 

式中： 0
p( , ) V r x 为起始孔隙分布函数。 

考虑到该数学模型的复杂性，要给出具体的解

析解是相当的困难，在以后的工作中笔者将通过两

个简单的例子对该模型进行验证。 

4  结  论 

模型的建立是基于质量平衡方程，并考虑了尺

寸排除效应进行的，该模型对解决地源热泵回灌井

回灌困难的问题提供了理论依据，模型的建立将为

后续的试验研究提供理论基础，笔者在接下来的工

作中将利用试验来验证该模型。 
（1）引入了流量折减系数 s( , , )r x t 和进入系数

s( , , )r x t 这两个变量，充分考虑了尺寸排除效应的

影响。 
（2）从模型中可以得到，堵塞的发生往往是由

一个颗粒所引起的，即一个颗粒堵塞一个孔隙，反

之亦然。 
（3）模型的建立没有考虑孔隙率变化的情况，

在物质的迁移和堵塞过程中，孔隙率的变化往往也

是个动态的变化过程，在以后的研究中应充分考虑

孔隙率的变化。 
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